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EINLEITUNG. l) 
Der Begriff " uberkonvex" wurde in die Mathematik eingefuhrt von 
Herrn A. E. MAYER und zwar dureh dessen in der "Mathematisehen Z eit­
sehrift" ersehienenen Aufsatz : "Eine UeberkonvexiUH" 2). Diese Arbeil 
hat mich zum Sehreiben meiner Dissertation veranlaszt. Zuvor gebe ieh eine 
kurze Uebersicht der MAYERsehen Arbeit. 
Der Begriff " uberkonvex" ist eine Erweiterung des Begriffes " konvex" 3). 
1m Gegensatz Zll andern, die den Begriff "konvex" zu uneuklidisehen 
Geometrieen ausgedehnt haben, verallgemeinert H err MAYER den Begriff 
dadul'eh, dass el' nieht dem Raum , sondern den betraehteten Mengen eine: 
andere Definition zugrunde legt. Anstatt del' klassisehen Definition fur 
konvexe Mengen, namlieh Mengen, welche die Eigensehaft besitzen. dasz 
sie mit jedem Punktenpaar (a, p) aueh die Streeke [a, ~l enthalten , setzt 
er hir uberkonvexe M engen voraus, dasz die fvlenge mit je zwei Punk ten 
(u, p) aueh gewisse, spater naher zu definierenden Kurvenbogen en th~llt. 
Urn diese Kurvenbogen fest zu legen fuhrt Herr MAYER eine Kurve ein, 
die er "Eiehkurve" nennt. Eine Eichkurve ist eine beliebige, konvexe und 
geschlossene Mittelpl1nktskurve. die weder Ecke besitzt. noch Teilbogen . 
die Strec/cen sind. Jede durch Parallelverschiebl1ng al1S die Eichkurue 
hervorgehende Kurve nennt er "Einheitskl1rue"; jeden Bogen einer Ein­
heitslwrve. der mindestens (Jon einem Dl1rchmesser derselben nicht in 
mehrere Bogen zerteilt wird. nennt er einen "Einheitsbogen". Er definier t 
dann der Begriff " uberkonvex" wie folgt: 
Eine Mengc A heiszc iiberkonucx. wenn jc z wei Punkten a und ,13 von 
A mindestens ein Einheitsbogen mit den Endpunlcten a lind fJ entspricht 
und wenn A jeden E:nheitsbogen enthiilt. dessen Endpunkte a und /3 sind. 
Als ersten Satz beweist H err MAYER, dasz uberkonvexe Mengen konvex 
sind. Weiter beweist er - einigen bekannten Satzen hir konvexe Mengen 
analog - folgencle S~1tze fu r uberkonvexe M engen: 
1. Die abgeschlossene Hiille einer iiberkorwexen Menge A ist iiber­
konuex. 
2. 1st a ein Punkt der Begrcnzung Ag eincr iiberkonuexen Menge A. so 
1) Diese Einleitung ist erschienen in die P roceed ings del' Kon. Ned. Akad. v. 
W ctensch., Amsterdam, Vol. XLI, 1938. (Communicated at the meeting o f June 25. 1938. 
by Prof. J. G. VA N OER CORPl:T.) 
2) Mathem. Zeitschr. 1935, Band 39. S. 511 --531. 
3) T. BON:'<ESE:'\ und W. FE:'<CHEL. Thwrie der konvexen Karper, Springer, Berlin. 
1934. Dieser Bericht enthalt ein vollstandiges Litera turverzeichnis liber konve xe Mengen 
bis ZUill Jahre 1934. 
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gibt es mindestens eine dllrch a gehende Einheitskurve, die A umschlieszt. 
(Diese Kurve kann man eine SWtzkurve nennen) . 
Nachdem Herr MAYER ferner einige Hilfssatze bewiesen hat, gibt er die 
Beweise folgender Satze: 
3. Wenn eine von der gesamten Ebene verschiedene Menge A ent~ 
weder abgeschlossen ist und innere Punkte enthiilt oder offen ist, so ist A 
iiberkonvex, falls durch jeden Punkt a von Ag mindestens eine Einheits~ 
kurve geht, die A llmschlieszt. 
4. Wenn A ein echtes T eilgebiet der Ebene. oder die von der Gesamt~ 
ebene verschiedene abgeschlossene Hiille eines Gebietes ist, lind jedem 
Punkte a von Ag wenigstens eine Umgebung U(a) von a entspricht, derart, 
dasz durch a eine Einheitskurve hindllrchgeht, die den Durchschnitt von A 
und U (a) umschlieszt, so ist A iiberkonvex. 
5. Kann einer, die Ebene nicht ganz erfiillenden, abgeschlossenen lind 
zusammenhiingenden Menge A mit inneren PlInkten eine Zahl 12 so zuge~ 
ordnet werden, dasz dmch jeden Punkt a von A g eine den DlIrchschnitt 
von A und U (a, (J) umschliessende Einheitskurve geht, so ist A iiber~ 
konvex; hierin ist U (a, (J) der Kreis mit Mittelpunkt a lind Halbmesser (J. 
In einem besonderen Abschnitt zeigt er, dast die im vorigen Satz 
genannten Bedingung notwendig ist. 
Mit Hilfe des von ihm bewiesenen Satzes, dasz durch drei paarweise ver,· 
schiedene Punkte eine und nur eine Kurve K gebracht werden kann, die der 
Eichkurve E zentrisch ahnlich ist, ordnet Herr MAYER jedem Tripel von 
paarweise verschiedenen Punkten (I, ~ und I' eine Zahl % ( (I , ~, i' ) zu; dabei 
ist % ((I, p, 1') das Verhaltnis der Lange eines Durchmessers der Eichkurve 
E wr Lange des damit parallelen Durchmessers der einzigen, E zentrisch 
ahnlichen Kurve K, die durch die Punkte (I , f3 und i' angebracht werden 
kann. Unter der unteren Krummung der Begrenzung A g einer Menge A 
versteht er die untere Limes der von den Zahlen % ((I , p, ;' ) gebildeten 
Menge, wobei mit a, p, y ein beliebiges auf der Begrenzung Ag liegendes 
Punktetripel bezeichnet wird. 
A uszerd em beweist er noch den folgenden Sa tz: 
.,Damit die Menge A iiberkonvex sei, ist es notwendig, dasz fur je drei 
untereinander verschiedene Pllnkte a, p, y der Begrenzung Ag die Kriim~ 
mung % (a, p. ;1) ? 1 sei. 
Hieraus folgt dasz die untere Kriimmung der Begrenzung % (fl , p, )' ) 
groszer oder gleich Eins ist. Die letztere , urn so mehr die erste Bedingung 
ist auch hinreichend fur die UeberkonvexWit. wenn A konvex und abge~ 
schlossen ist. 
1m letzten Abschnitt seines Aufsatzes behandelt Herr MAYER kurz noch 
uberkonvexe Mengen im n~dimensionalen Raum. 
So weit der betreffende Aufsatz des Herrn MAYER. 
Meine Dissertation beschrankt sich auf uberkonvexe Mengen in der 
euklidischen Ebene. 
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zt. 1m Kapitel I werden werst einige allgemeine Definitionen gegeben hin­
sichtlich Mengen. Dazu definiere ich den Begriff einer Eichkurve folgen­
lie dermaszen: 
De fin i t ion 12. Unter einer Eichlcurue uerstehe ich eine geschlos­
sene JORDANkurue mit Mittelpunkt. die mit ihrem Innern eine konuexe1t­
Menge in eigentlichem Sinne hildet.A 
Dabei verstehe ich unter einer "konvexer Menge in eigentlichem Sinne"ts­
eine konvexe Menge. deren Begrenzung keine Strecke enthalt. (Defi­
nition 11). 
rtt- Weiter fiihre ich auf ahnliche Weise wie Herr MAYER tat. die Begriffe 
em 
"Einheitskurve" und "Einheitsbogen" ein. jedoch mit dieser Erweiterung, 
trt. dasz ich jeden Teilbogen einer Einheitskurve einen Einheitsbogen nenne. 
A Hierbei werden unterschieden: vorspringende. gestreckte und einspringende 
Einheitsbogen. je nachdem die Bogen kleiner als. ebenso grosz wie. oder 
groszer als die Halfte einer Einheitskurve sind. Vorspringende und ge­
streckte Einheitsbogen werden unter dem Namen "echte" Einheitsbogen 
zusammengefiigt. Schlieszlich verstehe ich unter einen "Einheitsbereich" 
jede Einheitskurve mit ihrem Innern. 
- 12· Einheitskurven werden durch die lateinische MajLlskeln E bezeichnet. 
atz Einheitsbereiche durch E LInd Einheitsbogen durch B (eventuell mit Indices 
versehen). Mengen werden mit lateinischen Majuskeln. Punkte mit griechi­
'er·· schen Minuskeln und Geraden mit lateinischen Minuskeln bezeichnet. 
der Als Stlitzgerade einer Menge V definiere ich jede Gerade. die mit V 
von 
mindestens einen Grenzpunkt gemein hat und V nicht spaltet. Ich beweise 
tbei dann. dasz jede Stiitzgerade einer Einheitskurve E zugleich StU tzgerade des 
rye 

sch Einheitsbereiches E-ist und umgekehrt (Satz 1). 

Weiter beweise ich. dasz jede StUtzgerade einer Einheitskurve Emit die­len 
ser Kurve einen und nur einen Punkt gemeinsam hat.A 
Alsdann wird in den Hilfssatzen 4. 5 und 6 gezeigt. dasz die Langeten 
einer Sehne einer Einheitskurve durch eine statige. monotone Parallelver­des 
schiebung. wobei der Mittdpunkt der Einheitskurve nicht passiert wird, 
sich statig und monoten andert; und auch. dasz jeder Durchmesser einer Ein­
heitskurve langer ist als jede. mit ihm parallele und nicht mit ihm wsam­
.feei 
menfallende Sehne.im-
Aus Kapitel I erwahne ich schlieszlich noch die Satze 6 und 8: 

Sat z 6. Eine Gerade I hat mit einer Einheitskllrve hochstens z!Vei
y) 
Pun/ete gemeinsam .mg 
Sat z 8. Wenn z!Vei Einheitskucuen E1 und E~ mindestens drei nichtge­
zllsammenfallende Pllnkte gemeinsam hahen, fallen sie ganzlich zusammen. 
In Kapitel II gehe ich zur Einfiihrung iiberkonvexer Mengen iiber und 
zwar mit Hilfe der: 
Definition 18. Eine Pllnktmenge heiszt iiberkonvex, !Venn sie die 
der Eigenschaft besitzt, dasz jede Zll ihr [7ehorende Pllnktepaar durch min­
destens einen echten Einheitsbogen uerhunden werden lcann, !Vahrend jeder 
.. 

echte Einheitsbogen, der eine Punktepaar der Menge verbindet, ganzlieh 
zur Menge gehort. 
Der Begriff "uberkonvex" hangt dabei ab von der Wahl der Eichkurve. 
Ich beweise dann, auf einigermaszen andere Weise als Herr MAYER tat: 
Sat z 10. Jede iiberkonvexe fvIenge ist konuex. 
Aus diesem Satze geht hervor, dasz aile auf konvexe Menge bezuglichen 
Satzen auch fur liberkonvexe Mengen gelten. Das umgekehrte ist aber 
nicht der Fall. 
Weiter nenne ich die Satze 14, 16 und 18: 
Sat z 14. DcI' Durehsehnitt D einer Anzahl iiberkonucxer Mengen ist 
iiberkonvex. 
Sat z 16. Bei jedem Grenzpunkt ;' eincr aus mindestens zwei Punkten 
bestehende iiberkonvexen tv/enge H, lind bei jeder dureh den Grenzpunkt ;. 
gehenden Stiitzgerade l' von H kann man eine lind m1l' eine Einheitskurve 
E anbringen , die die Menge H umsehlieszt lind die Stiitzgerade l' in den 
PlInkt ;' bel'iihrt . 
Sat z 18. Jede abgeschlossene iiberkonvexe !ll/enge ist identiseh mit 
dem DlIrehsehnitt D allel' Einheitsbereiehe E, die H llInsehliessen. 
Mit Hilfe des oben erwahnten Satzes 3 von Herrn MAYER beweise ich 
noch: 
Sat z 21. Damit eine nieht BUS der ganzen Ebene bestehende Menge V, 
die entwedel' abgesehlossen ist und innere Punlete enthiilt, odeI' offen ist, 
iiberlwnvex sci, ist es not(pendig und hinreiehend, dasz dul'eh jeden Gren z­
punkt von V mindestens cine Einheitskurue E gebraeht werden kann , die 
V umsehlieszt. 
In den folgenden Paragraphen Jeite ich noch die folgende notwendige 
und hinreichende Bedingung fur die UeberkonvexitL-it einel' Menge ab: 
Sat z 28. Damit cine Menge V iibel'konl'ex sei, ist es notwendig and 
hinl'eiehend, dasz sie innel'halb einer Einheitskul've liegt lind zudem die 
Eigensehaft besitzt. dasz dllrch jeden innerhalb del' EinheitslC1lrve liegenden 
Hnd nieht zu V gehorenden Punkt mindestens cine Einheits /C1lrve gebraeht 
werden kann, die die Menge V umsehlieszt. 
K a pit e I III der Dissertation handelt von del' Klassifikation von Punk­
ten und Stiitzkurven uberkonvexer Mengen. Zunachst sei bemerkt. dasz 
in diesem Abschnitt fur die Eichkurve auszerdem noch vorausgese tzt wird, 
dasz sie keine Ecken besitzt. Herr MAYER laszt diese Voraussetzung fUr 
seinen ganzen Aufsatz gelten. 
Ich fange damit an, dasz ich einige Definitionen erw~1hne , deren ich mich 
in diesem Kapitel bediene. 
Einen Punkt einer ubcrkonvexen Menge H nenne ich : 
"Regular", wenn er ein Grenzpunkt der liberkonvexen Menge ist und 
wenn durch diesen Grenzpunkt eine und nur eine Einheitskurve E gebracht 
werden kann, die H ganzLich umschlieszt (Definition 23); 
"Singular", \Venn er ein Grenzpunkt der uberkonvexen Menge is t und 
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wenn durch diesen Grenzpunkt mindestens zwei nicht zusammenfallencie 
Einheitskurven gebracht werden konnen, die die Menge H umschlieszen 
(Definition 24). 
Die Begriffe "regular" und "singular" schlieszen einander aus. 
Schlieszlich nenne ich noch einen Grenzpunkt J' einer beliebigen Menge 
V "extrem", wenn jede Einheitskurve, die durch diesen Punkt J' gebracht 
werden kann, in jeder Umgebung von J' mindestens einen auszeren Punkt 
von V enthalt (Definition 26). 
Es konnen re9lulare extreme Punkte vorkommen und es konnen auch 
singulare extreme Punkte auftreten. 
Auf ahnliche Weise wie ich einen Unterschied mache zwischen regu~ 
laren, singularen und extremen Punkten einer Menge. unterscheide ich be! 
Einheitskurven, die cine uberkonvexe Menge H umschlieszen: 
" Regulare" Einheitskurven , d.h . Einheitskurven. welche die Menge H 
umschlieszen und mit H mindes tens einen regularen Punkt gemeinsam 
haben ; 
" Singulare" Einheitskurven, d.h. Einheitskurven , welche die Menge H 
umschlieszen und mit H nur einen singularen Punkt gemeinsam haben ; 
"Extreme" Einheitskurven. d.h. Einheitskurven . welche die Menge H 
umschlieszen und mit Heinen und nur einen Punkt gemeinsam haben. 
Es konnen regulare und cs konnen singulare extreme Einheitskurven 
vorkommen . 
Die wichtigs ten Satze, die in Bezug auf obige Begriffe bewiesen werden, 
sind die folgenden : 
Sat z 29 . Damit ein Grenzprcnkt ;' einer iiberkonvexen M enge H 
regular sei, ist es notwendig und hinreichend, dasz durch diesen Grcnz­
punkt cine und nllr cine Stiitzgerade von H gebracht werden kann . 
Sat Z 31. Damit ein Grenzpllnkt :' einer iiberkonvexen Menge H 
singular sci. ist es notwendig lind hinreichend. dasz durch I' mindestens 
zwei nicht-zusammenfallende Stiitzgeraden uon H gebracht werden kOnnen. 
Zudem habe ich in diesem Zusammenhang noch bewiesen : 
Sat z 36. 1st Hein e aus mindestens zwei Pun/den bestehende iiber­
konvexe Menge und ist a ein singer/iuer Punkt von H , so ist del' Durch~ 
schnitt DaileI' Einheitsbereiche E, die H umschlieszen, ein iiberkonvexes 
Simplex. (Ein uberkonvexes Simplex ist lallt Definition 25 eine aus min­
destens zwei Punkten bestehende uberkonvexe Menge H. die den Durch~ 
sehnitt zwei er nieht zusammenfallenden Einheitsbereiehe bildet) . 
In Sat:: 37 wird bewiezen, dasz jeder singulare Punkt einer iiber­
konvexen Menge H zllgleieh ein extremer Punkt von H ist. (Das Umge­
kehrte ist nieht immer der Fall). 
Eine uberkonvexe Menge, deren Grenzpunkte aile extrem sind. nenne 
ieh "uberkonvex in eigentliehem Sinne". 
Naeh den Satzen 43 und 44 ist eine iiberkonvexe Menge, deren 
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Begrenzung keinen Einheitsbogen enthalt, liberkonvex in eigentlichem 
Sinne und umgekehrt; folglich ist eine liberkonvexe Menge dann und nur 
dann liberkonvex in eigentlichem Sinne, wenn ihre Begrenzung keinen 
Einheitsbogen enthalt. Diese Erklarung ist der Definition konvexer 
Mengen in eigentlichem Sinne analog . 
Aus diesen Betrachtungen kann man folgern, dasz die Begrenzung einer 
liberkonvexen Menge H aufgebaut werden kann aus extremen Punkten, 
eventuell urn eine encUiche oder abzahlbar unendliche Anzahl von Einheits~ 
bogen vermehrt. (Satz 45) . 
In Kapitel III wird weiter noch auf die Analogie zwischen konvexen und 
ilberkonvexen Mengen hingewiesen. Vide Satze aus der Theorie der 
konvexen Mengen bleiben gel ten, wenn man nur mehrere Begriffe durch 
die analogen Begriffe ersetzt (z.B. Gerade durch Einheitskurve, Strecke 
durch echten Einheitsbogen, u.s.w.). 
Schlieszlich werden zur Erlauterung noch einige Beispiele extremer und 
nicht~extremer Grenzpunkte und Einheitskurven gegeben mit Hilfe von 
Kurven K. die einer Einheitskurve positiv-zentrisch ahnlich sind. 
Der letzte Abschnitt, Kap. IV handelt von der liberkonvexen Hlille von 
Mengen V; dieser Begriff wird definiert als der Durchschnitt aller liber­
konvexen Mengen, welche die Menge V enthalten (Definition 30). Gibt 
es keine einzige liberkonvexe Menge. die V enthalt, so sage ich dasz V 
keine liberkonvexe Hiille besitzt. 
Alsdann leite ich eine notwendige und hinreichende Bedingung daWr 
ab, dasz eine Menge V eine ilberkonvexe Hlille besitzt und zwar in: 
Sat z 50. Damit eine Menge V eine iiberkon[Jexe Hiille besitzt ist es 
notwendig und hinreiehend, dasz man mindestens eine Einheitskurve E 
linden kann, welehe die fvlenge V umsehlieszt. 
Danach definiere ich ein "n-faches liberkonvexes Simplex" als die liber­
konvexe Hli lle von n nicht-zu.sammenfallenden Punkten al' ... , an' (wobei 
n ;:: 1), vorausgesetzt dasz diese liberkonvexe Hlille nicht identisch mit 
einem Einheitsbereich ist und dasz zudem keiner der n gegebenen Punkten 
zu der liberkonvexen Hillle der von den n - 1 librigen Punkten gebildeten 
Menge gehort. 
Nach diesen Vorbereitungen konstruiere ich die liberkonvexe Hlille 
einer endlichen Anzahl von Punkten, die innerhalb einer beliebigen Ein­
heitskurve E liegen. 
Flir zwei Punkte ist diese Aufgabe sehr leicht zu losen. Die liberkonvexe 
Hlille von zwei innerhalb einer Einheitskurve liegenden Punkten a und f3 
wird namlich begrenzt von den zwei vorspringenden Einheitsbogen B1 
und Bz mit den Endpunkten a und fJ . 
Filr das Problem mit drei Punkten habe ich abgeleitet: 
Sat z 52. Es seien drei, innerhalb einer Einheitskllrve E liegende, nieht 
zusammenlallende Punkte a, f3 und y gegeben . Dureh das Punktepaar (a, fJ) 




der Halbebene, die von der Gerade af3 begrenzt wird und den Punkt y 
enthalt. (Wenn i' auf der Gerade af3liegt, ist E1 nicht eindeutig bestimmt). 
Wenn nun die Einheitskurve E1 den Pllnkt )' nicht enthalt, so liegt ent~ 
weder der Punkt a innerhalb der iiberkonvexen Hiille der Punlcte f3 und y. 
oder der Punkt f3 innerhalb der iiberkonuexen Hiille der Punkte a und /'. 
Urn die i.iberkonvexe Hi.ille von n Pllnkten - wobei n;:: 2 - kon~ 
strllieren Zll k6nnen, beweise ich: 
Sat z 55. Sind n innerhalb einer Einheitslcurve liegende Punlcte ­
(wobei n ? 2) - gegeben, welche die Eigenschaft besitzen, dasz die 
iiberkonuexe Hiille dieser Punkte nicht identisch ist mit der iiber~ 
konuexen Hiille von n-1 Punkten aus dieser Menge, so wird die iiber­
konvexe Hiille H" der gegebenen Punlcte aI' ... , an begrenzt [Jon n und 
nur n echten EinheitsbOgen, die sich tretten in den Punkten der gegebenen 
Menge; diese Punkte sind singulare Punkte [Jon Hn. In diesem Satz 
schliessen wir, falls n = 2 ist, den besonderen Fall dasz a1 und a2 die End­
punkte eines Durchmessers einer Einheitskurve sind, aus. 1st n = 3, so 
schliessen wir den Fall aus, dasz aI' a2 und a3 auf einer Einheitskurve 
liegen. 
AllS dies em Satze folgt Zllrn Schlllsz: 
Sat z 56. Die iiberlconvexe Hiille einer endlichen Anzahl [Jon inner­
halb einer Einheitskurve liegenden Punkten ist die Vereinigungsmenge der 
konvexen Hiille dieser Punkte und der iiberkonvexen Hiillen aller Punkte~ 
paaren, die aus den gegebenen Punkten gebildet werden !connen. 
